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Electronic Energy Levels and Magnetic Susceptibility of Ions with 
f2 Configuration in a Cubic Crystal Field 

Unambiguous assignment of the bands observed in visible absorption spectra of ions with con- 
figurationf 2 being sometimes difficult, magnetic susceptibility offers an alternative to the determination 
of the crystal field parameters along with the free ion parameters. In the case of a point symmetry 
group O h or Te, the powder magnetic susceptibility provides sufficient information. A program has 
been written which calculates the magnetic susceptibility of an ion with configuration f2 in a cubic 
environment, and adjusts the above-mentioned parameters in order to fit the calculated to the observed 
susceptibility. Sum rules and limiting cases provide with a check of the correctness of the calculation. 
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1. Introduction 

I1 est bien ~tabli au jord 'hu i  qu ' aux  niveaux d'6nergie des ions de terms rares 
(configurat ion 4 f  n) plac6s dans des matrices cristallines correspondent  des fonctions 
d ' onde  qui different relativement peu, en g6n~ral, des fonct ions d ' onde  de l ' ion 
libre. A u  contraire,  l '~tude approfondie  de l ' ion he•  par  
Satten, Schreiber et W o n g  [1] a da i r emen t  montr6 que dans le cas de cet ion de 
configurat ion 5 f  2, le champ  cristallin est du m~me ordre  de grandeur  que le 
couplage spin-orbite. Une  diagonal isat ion complete de l 'hamil tonien 41ectronique 
de la configurat ion f 2  : 

~f=e2/r~z+~(Ta "~ +72 "Jz)+ V(~,) + V(~2) (1) 

(off eZ/rlz repr6sente la r6pulsion coulombienne  entre les deux 61ectrons, ~ la 
constante  de couplage spin-orbite, ~i et ~i le momen t  angulaire orbital  et le spin 
de l'61ectron i, V(~i) le champ  cristallin auquel  est soumis l'61ectron i) est donc  
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n6cessaire au calcul des niveaux d'6nergie 61ectronique et des fonctions d'onde de 
cette configuration. 

Dans le cas d'un champ cristallin de sym6trie ponctuelle Oh OU Td, les 616merits 
de matrice de cet hamiltonien s'expriment/l l'aide de six param6tres ajustables 
F2, F4, F6, ~, A(r4), B(r 6) et de coefficients purement num6riques [2]. 

Les six param6tres 6tant suppos6s connus, on calcule les niveaux d'6nergie 
61ectronique en diagonalisant la matrice H de l'hamiltonien ~ .  Inversement, on 
peut entreprendre un ajustement de param+tres pour reproduire au mieux par le 
calcul les transitions 61ectroniques internes ~t la configuration f2  observ6es sur 
le spectre optique. 

En analysant les spectres d'absorption optique du complexe U(NCS)8 
[-N(C2Hs)414, pour lequel la sym6trie Oh constitue une bonne approximation [3], 
nous esp6rions donc d6terminer les param6tres de l'hamiltonien ~ et par cons6- 
quent la structure 61ectronique de la mol6cule. L'6chec de cette tentative nous a 
conduits/t nous servir de la susceptibilit6 magn6tique pour suppl6er en quelque 
sorte au d6faut d'information du spectre optique. Aussi avons-nous entrepri s le 
calcul complet de la susceptibilit6 magn6tique pour un ion de configuration f2  
dans un champ cristallin de sym6trie Oh OU Te. 

L'ajustement des param6tres de l'hamiltonien ~cubique r6sulte alors de la 
comparaison des valeurs calcul6es et observ6es de la susceptibilit6 magn6tique 
qui, pour la sym6trie ponctuelle cubique, est un scalaire : point n'est alors besoin 
de monocristal, la susceptibilit6 de poudre offrant toute l'information n6cessaire. 

Dans cet article, rappelant comment se pose le probl~me de l'interpr6tation 
des spectres optiques, nous analysons les difficult6s parfois insurmontables de 
cette interpr6tation. Apr~s une br6ve discussion sur la susceptibilit6 magn6tique 
comme source d'information sur la structure 61ectronique, nous d6crivons en 
d6tail le choix d'une base de fonctions et le calcul de la susceptibilit& 

Les erreurs et ambiguit6s pr6sent6es par les fonctions de base publi6es aupara- 
vant [2] n'affectent pas les niveaux d'6nergie. Toutefois, avant qu'on puisse 
&endre ces calculs aux propri6t6s magn6tiques, il convient de bien consid6rer 
la question des phases des fonctions, et de faire un choix pr6cis et clair. Enfin, 
l'application de ce calcul au complexe U(NCS)s[N(C2Hs)~]4 illustre la m6thode 
suivie et d6montre ses possibilit6s. 

2. L'interpr~tation des spectres optiques des ionsf  z 

Dans le cas du pras6odyme(III) [4], et parfois dans le cas de 1'uranium(IV) [5], 
les transitions apparaissent bien group6es en "paquets de raies" correspondant 
aux multiplets excit6s 2s+ iLs" La Fig. 1 de la r6f6rence [5] illustre cette situation 
favorable, pour laquelle on peut d6terminer les "param~tres d'ion libre" F2, Fr F6, 
~t partir des 6nergies des barycentres des multiplets, et, s6par~ment, les param6tres 
de champ cristallin d'apr~s la d6composition de ces multiplets. 

Mais plus fr6quemment, la structure en multiplets n'est pas discernable. Par 
ailleurs, lorsque l'inversion est un 616ment de sym6trie du champ cristallin, les 
transitions dipolaires 61ectriques sont interdites. La pr6sence de structures 
vibrationnelles o~ plusieurs raies vibroniques se substituent/~ la raie 61ectronique 
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interdite permet parfois de rep6rer les positions des transitions 61ectroniques pures 
et d'6tablir pour un nombre suffisant de ces transitions les repr6sentations irr6- 
ductibles associ6es aux niveaux excit6s. 

Dans le cas des complexes de l'ion hexachlorourante(IV), cela a 6t6 rendu 
possible par l'6tude tr6s d6taill6e des transitions vibroniques observ6es et de leurs 
r6gles de s61ection [7], grfice aussi ~t l'identification ant6rieure de la repr6sentation 
irr6ductible associ6e au niveaux d'6nergie 61ectronique fondamental, qui reposait 
d6j~ sur des mesures de susceptibilit6 magn6tique [8]. 

Dans les cas moins favorables, le spectre d'absorption ne pr6sente pas de raies 
bien s6par6es, marne/t basse temp6rature, et l'identification des repr6sentations 
irr6ductibles associ6es aux diff6rents niveaux n'est pas possible ind6pendamment 
du calcul. 

On peut assigner des valeurs de d6part raisonnables aux param6tres de Slater- 
Condon F2, F4, F 6 qui entrent dans le calcul de l'6nergie de r6pulsion 61ectronique, 
ainsi qu'~t la constante du couplage spin-orbite ~5f I1 est bien plus malais6 d'estimer 
a priori  les deux param6tres du champ cristallin de sym6trie cubique. En effet, 
d 'un compos6/t  l'autre, le degr6 de covalence de la liaison uranium-coordinat, 
et la distance de liaison changent avec la nature des coordinats, ce qui affecte les 
param6tres de champ cristallin. 

Pour un choix initial raisonnable des param6tres de l'hamiltonien ~cubique, 
on calcule ~ les niveaux d'6nergie et on les compare aux positions des maxima du 
spectre d'absorption. L'indexation se fait alors en attribuant ~un niveau observ6 
la reprdsentation irr6ductible du groupe Oh associde au niveau calcul6 le plus 
proche. 

On peut alors passer/t la seconde 6tape, ~t savoir l'ajustement des param6tres 
de l'hamiltonien selon un crit6re de moindres carrds [1, 10]. Mais tr6s souvent, 
les valeurs finales d'un ou de plusieurs param6tres sont ext6rieures au domaine 
pr6vu, et physiquement invraisemblables. Par exemple, en ce qui concerne le 
param6tre F2 de l'uranium(IV), nous nous attendons ~t ce que la valeur trouv6e 
ne soit ni beaucoup plus grande, ni beaucoup plus petite que celles ant6rieurement 
d6termin6es pour diffdrents composts de l'uranium(IV) [1, 11, 12]; aussi fixons- 
nous, un peu arbitrairement, les bornes inf6rieure et sup6rieure du domaine 
permis ~t 100 et 250 cm- z respectivement. 

On est donc amend /~ essayer de nouvelles identifications, jusqu'& ce que0 
d'une part, les param6tres aient un ordre de grandeur acceptable, et que d'autre 
part l'6cart quadratique moyen entre les niveaux calcul6s et observ6s soit suffisam- 
ment petit, disons inf6rieur/~ une centaine de cm- ~. 

Lorsqu'on ne parvient pas g reproduire par le calcul les 6nergies des transitions 
exp6rimentales avec un 6cart moyen acceptable apr6s avoir essay6 un bon nombre 
d'indexations de ces transitions, ou lorsque deux ou plusieurs indexations 6gale- 
ment vraisemblables conduisent ~ des 6carts quadratiques moyens tr+s voisins, 
force est de conclure que l'interpr6tation du spectre optique a 6chou6. 

1 L 'un  de nous [6], ainsi que diff6rents auteurs [2, 9-11] ont entrepris le calcul des 616ments de 
matrice ~cubique dans diff6rentes bases de fonctions et la diagonalisation de la matrice. Nous  discutons 
plus loin du choix de la base. 
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3. L'analyse de la susceptibilit~ magn~tique 

Dans un tel cas, le recours/t la loi de variation de la susceptibilit6 magn6tique 
avec la temperature s'impose comme le moyen devant permettre de d6terminer 
les niveaux d'6nergie 61ectroniques et les param~tres de champ cristallin. En effet, 
aucune indexation n'est n6cessaire, et l'on peut d'autre part sans inconvenient 
ignorer initialement l'effet du couplage vibronique sur la susceptibilit6 magn~tique. 

I1 est cependant n~cessaire d'identifier soigneusement la contribution A la 
susceptibilit~ paramagn~tique provenant de la configurationf 2 en la distinguant 
de la susceptibilit~ diamagn6tique induite par le champ applique, et des contri- 
butions 6ventuelles de haute fr~quence ~ la susceptibilit~ paramagn~tique proven- 
ant des autres 61ectrons de la mol6cule. Dans la mesure o/1 la susceptibilit6 mag- 
n6tique observ6e d~pend beaucoup de la temperature, comme c'est le cas pour 
U(NCS)8 [N(C2Hs)r162 l'identification des contributions des ~tats de la configura- 
t i o n f  2 ne pose gu~re de probl~me. 

Pour les mol6cules dont la susceptibilit~ magn~tique est, jusqu'/~ la temperature 
ambiante, ind6pendante de la temperature, comme UC16Cs 2 [8] ou PuF 6 [13], 
la s~paration des diff~rentes contributions ~t la susceptibilit~ magn~tique est plus 
difficile, de sorte que la susceptibilit~ magn6tique apporte une information bien 
moins pr6cise, et donc moins utile fi la d~termination des param~tres ~nerg~tiques 
de la mol6cule. On peut n~anmoins d~terminer un ordre de grandeur des para- 
m~tres de champ cristallin en supposant connus les param~tres de l'ion libre. 

Aussi avons nous ~crit en langage FORTRAN un programme de calcul des 
niveaux d'~nergie ~lectronique et de la susceptibilit~ paramagn~tique pour un 
ion de configuration f~  plac6 dans un environment de sym~trie cubique. Nous 
d~crivons ci-dessous les ~tapes de ce calcul. 

4. Choix d'une base et diagonalisation de l'hamiltonien 

La premiere 6tape consiste/~ diagonaliser l'hamiltonien ~ ,  et A d~terminer 
non seulement ses valeurs propres qui sont les niveaux d'6nergie recherch~s, 
mais encore ses fonctions propres, n6cessaires au calcul de la susceptibilit6 
magn6tique, dans une base que l'on a choisie. 

Nous commengons par examiner en d6tail le choix de la base, qui est tr6s 
important pour la conduite du calcul, en particulier lorsqu'on a en vue un ajuste- 
ment de param6tres qui implique de nombreuses it6rations. Les fonctions de base 
qui simplifient l'expression des 616ments de matrice sont les fonctions propres 
des moments angulaires orbital L, de spin Set total J. En outre, elles appartiennent 
/t des espaces vectoriels sous-tendant les repr6sentations irr6ductibles F du groupe 
Oh. NOUS les notons I f  2, S, L, J, F, 7). I1 est n6cessaire d'introduire un indice 
suppl6mentaire pour sp6cifier la fonction lorsque la dimension de la repr6sentation 
est sup6rieure ~t 1. Abragam [14] a montr6 quel avantage il y a ~t introduire le 
spin fictif [; la fonction i f  z, S, L, J, F, l) se transforme alors/l l'aide des matrices 
canoniques de la repr6sentation irr6ductible F dans les op6rations de sym6trie 
du groupe Oh. 

Dans cette base, les 616ments de matrice de la r6pulsion coulombienne e2/r12 
sont diagonaux; ce sont les 6nergies des sept termes spectroscopiques de la 
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configuration f2 ,  qui s'expriment en fonction des trois param6tres de Slater- 
Condon, et sont tabul6es par Condon et Shortley, Trefftz, et Judd [15]. Les 
616ments de matrice du couplage spin-orbite ont 6t6 calcul6s par Spedding [16] 
en vue de l'interpr6tation des spectres 61ectroniques de pras6odyme(III), et par 
Satten et Margolis [2]. Dans le Tab. 4 de leur article, Satten et Margolis adoptent 
une convention de signe inhabituelle sur les coefficients de Clebsch-Gordan 
lorsqu'ils expriment les fonctions propres du moment angulaire orbital total 
Ill = 3, l 2 = 3, L, L~> 5~ l'aide des produits de fonctions propres mono61ectroniques 
1ll = 3, 12 = 3, 11=, 12z>. 

Dans la mesure o/1 l 'on suit toujours cette convention inhabituelle de Satten 
et Margolis, aucune difficult6 particuli6re ne surgit; on doit toutefois se rappeler 
que ce n'est pas la convention utilis6e dans les tables de Rotenberg et al. [17]. 
Cependant, comme la plupart des travaux publi6s se rapportant/~ la configuration 
f 2  en champ cubique s'appuient sur les tables ant6rieurement publi6es par Satten 
et Margolis [2], nous avons choisi de maintenir leurs conventions inhabituelles 
lors du calcul des propri6t6s magn6tiques apr6s avoir soigneusement corrig6 et 
compl6t6 leurs fonctions de base comme nous l'exposons ci-dessous. 

Pour calculer les 616ments de matrice du potentiel cristallin V(rl)+ V(r2) dans 
la base choisie, il faut d6terminer comment les harmoniques cubiques I s, r ,  7> se 
d6composent sur les harmoniques sph6riques I J, Jz>. Le Tab. 1 de Satten et 
Margolis [2] explicite les expressions des harmoniques cubiques, mais sans faire 
usage du spin fictif pour 6tiqueter les fonctions. D'autre part, les fonctions qu'ils 
publient pour les deux repr6sentations irr6ductibles F4 du groupe O issues de la 
repr6sentation irr6ductible ~5 du groupe de toutes les rotations de l'espace 
n'engendrent pas deux sous-espaces invariants dans les op6rations de sym6trie 
du groupe O. On peut construire d'ine infinit6 de faqons les deux fonctions 1~5, 
aF4, 0) et ]~s, b/'4, 0) qui se transforment de fa~on identique dans les op6rations 
de sym6trie du groupe O h. Une fois ce choix fait, les fonctions 1~5, aF4, "f> et 
[~s, aF4, --'f> d'une part, 1@5, bF4, "1) et INs, bF4, - 1 ) d ' a u t r e  part sont d6ter- 
min6es. Si l 'on pose, comme fait Margolis INs, a-F4, 0>=195, Jz =0> on ne 
retrouve pas les deux autres fonctions qu'il associe h la repr6sentation irr6ductible 
aF4 (de m~me pour bF4). 

Plusieurs conventions sont possibles en ce qui concerne les signes des fonctions 
harmoniques cubiques, et m~me en ce qui concerne la d6finition de ces fonctions 
dans le cas des repr6sentations F4 apparaissant deux fois dans 9 5 et des repr6senta- 
tions F 5 apparaissant deux fois dans 96.  Bien que Griffith [18] ait adopt6 la 
convention la plus naturelle, et tabul6 sans erreur les harmoniques cubiques 
jusqu'~t J =  6, nous n'avons pas suivi sa convention mais celle de Satten et Margolis, 
de fagon ~t pouvoir utiliser avec un minimum de modifications leur table (Tab. 3 
de la R6f. [2] des 616ments de matrice du potentiel cristallin. Notre Tab. 1 corrige 
et compl6te le Tab. 1 de Satten et Margolis. 

Les fonctions 195, aF 4 +_ 1 > et 19s, bF4, +_'1 > n'6tant pas n6cessaires au calcul 
des 616ments de matrice du potentiel cristallin, le Tab. 3 de la R6f. [2] corrig6 
par l 'erratum ne comporte plus d'erreur. 

Cependant, nous avons multipli6 tousles  616ments de matrice du potentiel 
de degr6 4 par 33/8 et tous les 616ments de matrice du potentiel de degr6 6 par 
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Tab. 1. Les harmoniques cubiques exprim6s en fonction des harmoniques sph6riques de J= 0 fi J= 6. 

J Etats propres du spin fictif 

o r~ Io5 

1 r~ IT>=I~) 
I~>=1o> 
I-g)=l-l> 

1 r~ Ic~',o>=lo> ]r3, a>=~{12>+]-2>} 

r~ Ir~oi)=[-l> Ir~, 1 ~>=~ <12>-1-2>} 

Its, -i>= -1+1) 

1 

F 2 7  {12)-1--2)} 

r~ Jlr~, ~) = Io> 

[,Ir~,-1)= - , ~  ]- 1)-~813) 

I[rs, i> =~85 ]- 1>-~-38 ]3> 

FsqlF5, 0 ) = ;  {2> +1-2)} 

F1 ~424 {~'/i41~ 

j ra Ir~, o> = ~  {-,fF610> + x/714) + x/q1-4>} 

L 1 
IF3' g ) = 7  (]2)+1-2)} 

�9 ~ 1 ' 7 Ir~, 1>=-/~ I-3)-x/~ll) 

r~. Ir~, ~>=~2 {14>-1-4>} 

V~, - T ) = ~  13)+ ]-1) 
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Tab. 1--suite 
J Etats propres du spin fictif 

IID4, rs, !> =W~ 13>-/~ I- 1> 

r, J lD~, r~, r~>= ~22 {12>-l- 2> } 

{Ie., r , ,-i>=-x/~ I-3>+x/~ l'> 

f lF3, 0> = -~22 {14) - 1 - 4 ) }  

r~ ~lr3, ~> = + $  {12>-l-2>} 

~ 1 

I ID~, r, a, 1>=-~ {.FdlI> +./571 i 3> +./6715>} 

r,o {ID,, r+ ~, ~> =10> 

[lD,,r~a.- T>: /l~ {. 3/301-1> +. 3/]713> +./g-51 - 5> } 

r - WTo. ,~, 8/~7, ~tT67. 
liDs, F4b , 1 ) = - ~  15> +--76 ll>--16- I i 3 )  

Fgb]iDs, Fa-b,O)=~2{[4)+[-4)} 
liDs r4b -i>='/T61-5>+~-~84t-1>- 1-~[3> 
t ' ' 16 16 16 

_ ~/7T ~fi~ i_~>_x~3~ 13> 

t 
/'~ D,, r , ,  ~ ! = ~ { 1 2 ) + I - 2 > }  

D,, r , , -  1> = ~  !5>- 3~--42 11>-\, 3/-~ 1-3 > 

(Ir~, ~> = x/~3s2 {12>+1-2>}+~I~ {16> +1-6>} 
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J Etats propres du spin fictif 

I]O6, F4,1")=-~215)+~2[1)-x~3~] -3)  

bD6, r4 , -  1) = ~  ] - 5)-  Z [- 1) +x/3~3~ [3) 

~. 7x/2 5x/5 
D6, Fsa, 12= ~ -  -1 )+  16 13>-431-5> 

r~~ D6, r~~ 
- 

D6, Fs., -1)=-16-[1>-~-1-3)+~3-6315)  

I ~ l x ~ '  1 x/H-. 3 + 3x/i5, 5 
]D6' Fsb' >=~6-1--  >-- 16 [ > ~ 6 - 1 -  > 

r~o I]06, r~, ~>= x/~3~ {12>-1-2)}+ x~2 {16>-1-6>} 

LID6, Fsb, -T) ~ ] 1 ) + 4 [ - 3 ) - ~ ] 5 )  

429/80, car cela simplifie notablement l'expression de ces 616ments de matrice. 
Mais surtout, si l'on diagonalise successivement les matrices du potentiel cristallin 
de degr6 4 et du potentiel cristallin de degr6 6 ainsi modifi6es, on obtient des 
valeurs propres qui sont toutes enti6res. En effet, ces valeurs propres sont chacune 
la somme de deux valeurs propres de la matrice du potentiel cristallin mono- 
61ectronique de marne degr6; et les valeurs propres des matrices du potentiel 
cristallin mono61ectronique de degr6 4 et du potentiel cristallin mono61ectronique 
de degr6 6 sont enti6res lorsque l'on multiple les param~tres A(r 4) et B(r 6) de 
Satten et Margolis par 8/33 et par 80/429 respectivement. En posant: 

V4c =8/33 A(r 4) et V6c=80/429 B(r6) 2 

les 6nergies des niveaux de la configuration f l  en champ cristallin cubique ont 
pour expression: 

E(F2) = - 12- V4c+48- V6c 
E(Ps) = - 2. V4r V6c 
E(r4) = 6. V4~ + 20. V6c 

L'obtention de ces valeurs propres enti6res constitue une v6rification sfire et 
simple du programme de calcul, qui efit 6pargn6/t Gruber et Hecht [11] de refaire 

2 Nos param6tres V~c et V6c s'identifient aux param6tres b4 et -b  6 respectivement, d6finis par: 
Edelstein,N., Brown,D., Whittaker,B.: Inorg. Chem. 13, 563 (1974). 



Ions de configuration f2  en champ cristallin cubique 25 

~t titre de v6rification le calcul des valeurs propres de l'6nergie dans une autre 
base donn6e par Goodman [6]. 

La base de fonctions ayant 6t6 d6finie, et les 616ments de matrice des termes de 
l 'hamiltonien Yf calcul6s en fonction des six param6tres F2, F4, F6, ~, V4c et V6c, 
on diagonalise les cinq matrices diff6rentes auxquelles se r6duit la matrice de 
dimension 91 de l 'hamiltonien ~gcub iqu  e pour la configuration. Nous notons 
E} ~ les valeurs propres et ~ les fonctions propres de ~ .  L'hamiltonien Zeeman 
H.  Z = fill .  (Lz + 2Sz) peut alors &re introduit comme une perturbation. Rappelons 
que cet op6rateur se transforme comme une composante de vecteur dans les 
operations de sym6trie du groupe O e t  sous-tend donc la repr6sentation F 4. 
L'616ment de matrice (q~ilzl~oj) est non nul si le produit des repr6sentations 
irr6ductibles F~ et Fj associ6es aux fonctions ~ et Or contient F4. La perturbation 
Zeeman du premier ordre est non nulle seulement pour les triplets F+ et Fs. 
Grftce au choix de fonctions propres du spin fictif, elle est en outre diagonale. 

La susceptibilit6 paramagn6tique molaire exprim6e en u.e.m.c.g.s, est donn6e 
par la formule de Van Vleck [-19] ( JV=nombre  d'Avogadro, k=cons tan te  de 
Boltzmann, fl = magn&on de Bohr) : 

~(E}l)) 2 2 E ( 2 ) ~ e x p (  E}~ (E}~ 
z ( T ) = Y  ~t~t~i [ kT - z  j \ - ~ ]  e~sieXp \ - ~ }  

off Er = <0)Z10,5 =/3(r + 2S~]0,) 
donne la perturbation Zeeman du premier ordre compte tenu de la remarque 
ci-dessus. La relation: 

I<o,lzt,/,~>l ~ 
e~ ~' = 2 e~o,_E}o, 

~tats j tels que E)o)*~,to) 

donne la perturbation Zeeman du second ordre. 
Si l 'on convient d'exprimer les 6nergies El ~ en degr6s Kelvin, et si l 'on pose: 

~}~) = (r  + 2Szl~,,> 

~(~,_ E I(r 2 
i -j(Ej(o~:~,) E~O)_E}O) 

la formule de Van Vleck s'6crit sous la forme plus commode: 

off les sommes portent sur des expressions sans dimension. En pratique on d6- 
compose les sommes sur le num6rateur et sur le d6nominateur en cinq sommes 
portant  sur les 6tats sous-tendant respectivement les cinq repr6sentations irr6- 
ductibles F , ,  F2, F3, F4, F 5 du groupe O. 

Pour les 6tats non magn6tiques sous-tendant F, ,  F2 ou F3, on a vu que e}~) 
est nul. Pour les repr6sentations F3, F4 et F 5 de dimension sup6rieure ~ un, 
auxquelles sont associ6s des niveaux d'6nergie d6g6n6r6s, il est commode de 
remplacer la sommation sur les 6tats sous-tendant une repr6sentation par une 
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double sommation sur les niveaux d'6nergie, puis sur les valeurs du spin fictif. 
La r6gle de s61ection que nous 6voquions plus haut nous permet de restreindre 
la liste des 616ments de matrice ~t calculer pour d6terminer les perturbations du 
second ordre el2): par exemple si ~i sous-tend F1, la sommation ne porte que sur 
les fonctions ~j sous-tendant la repr6sentation F4, tandis que si ~i sous-tend 
/"4, la sommation porte sur les fonctions ~j sous-tendant les repr6sentations 
/"1,/"3, /"4 et/"5. 

Nous avons tabul6, Tab. 2,-les 616ments de matrice non nuls de l 'op6rateur 
Lz+2Sz dans la base de fonctions [f  2, S, L, J, /", 7~. En dehors des r~gles de 
s61ection particuli~res au groupe Oh OU Ta, il existe la r~gle de s61ection 

If  2, S, L, J, F, l[Lz+ 2S~lf 2, S', L', J', /"', 7') 
= 0  si S'#S,  ou si L ' # L  ou si ] J ' -  J ] ) l  

Dans son livre [20], Wybourne donne les formules n6cessaires au calcul des 
616ments de matrice non nuls (formules (4-4), (4-5) et (4-6) page 98) de l 'op6rateur 
L~+2S~ dans la base des fonctions IS, L, J, Jz). 

I1 n'est pas n6cessaire de tabuler les 616ments de matrice suivants off a, fl, y, 
~', fl', 7' repr6sentent des multiplets de la configuration 

(~, /"4, -ilLz+ 2S=lo~', /"4, - ' f)  ou 

(fl, r s ,  -TlZz+2Sz[fl ' , /"5,  - i >  ou encore 

(7, V4, -1]L~+2S~]y' , /"s ,  1) 

car dans n'importe quelle base de fonctions se transformant suivant les matrices 
canoniques des repr6sentations du groupe Oh, il existe les relations: 

(n,/"4, -'flL~+2S=ln', 1"4, - i ) =  -<n, /"4 ,  l lL=+2Sdn' , /"4,  1> 

(P,/"4,  -'fILz + 2S~p', /"5, 1 ) =  +(P, /"4 ,  iIL2 + 2Sz~V', /"5, - i )  
(r , /"5,  -ilZz+2&lr', rs, - i > - -  - < r , / " , ,  ilZ=+2S=lr', rs, i> 

On peut alors calculer effectivement les 616ments de matrice @~[Lz+2Szl~j). 
Nous d6montrons dans l'appendice, cinq r6gles de somme permettant de v6rifier 
ces calculs : 

E E I<~lt=+2Szl~>l =s(r,) avec 
~leri  r 

s(/"1) = 168/3 s(/"2) = 116/3 s(/"3) =448/3 s(/"4.) =256 s(/"5) = 340. 

On peut enfin v6rifier dans diff~rents cas limites le calcul de la susceptibilit6 
magn6tique elle-m6me: 

a) lorsque la temp6rature devient tr~s ~lev6e, la susceptibilit6 rejoint asympto- 
tiquement celle d'une configurat ionf  2 d6g6n6r~e valant Z~r)= (~fl2/kT)" (120/13). 
A cette expression correspond la valeur T. X~r) = 3,46279 

b) si l 'on suppose que les param~tres de Slater-Condon ont leurs valeurs 
habituelles (F2-~ 180, F4-~ 35, F 6 - 4 ) ,  et que les param~tres de champ cristallin 
et la constante de couplage spin-orbite sont tr~s petits (-~ 10-8), la susceptibilit~ 
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magn6tique dans un domaine allant au moins de 10-3 h 10 Kelvins est celle d'un 
terme 3H d6g6n6r6 : T. X(r) = JV~2/k" 1254/99 = 4,75171 

c) si l 'on prend F2 = 18000, F 4 = 3500, F 6 =400,  ~ = 100, V4r = 10 -4,  V6c = 10 -4,  
le multiplet fondamental  3H 4 est bien isol6 des multiplets excit6s, et quasiment 
d6g6n6r& La susceptibilit6 calcul6e dans un domaine allant au moins  de 10 -~ 
~t 1 K est celle du multiplet 3H,  d6g6n6r6: T. )~(r)= JVfi2/k" 64/15 = 1,60058. 

Nous  sommes  alors en mesure de calculer les niveaux optiques d'une part, 
la susceptibilit6 magn6tique ~ une temp6rature donn6e d'autre part, et de comparer 
les valeurs calcul6es aux r6sultats exp6rimentaux. Le programme d'affinement 
statistique par r6gression non  lin6aire de M. Borne, F. Bibian et M. Tournarie 
nous permet d'ajuster les param&res dont d6pendent nos observations: F2, F4, F 6, 
~, V4c et V6~. Ce programme, dont Tournarie [21] a expos6 le principe, minimise 

la somme des carr6s des &arts r6duits Yob ....  ~--Y~,~r Off Ay est l'incertitude sur 
Ay 

l 'observation y. On peut donc ajuster les param6tres en tenant compte  ~ la lois 
des niveaux optiques et des valeurs de la susceptibilit6 magn&ique. On peut aussi 
ne tenir compte  que des niveaux optiques en augmentant artificiellement les 

Tab. 2. E16ments de matrice de l'op6rateur L~ + 2Sz 

Repr6sentation F, ,  

116 3H 6 3Hsb 3Hsa 3H 4 1Gr 3F 4 3F 3 3p 1 

1I 6 - x / M  0 0 0 0 0 0 0 0 

7 7 - 6  3H 6 0 --~ 0 0 0 0 0 

C 3 / 5 -  8 
3 / t ,  0 0 0 0 0 0 

1G a 0 0 0 0 0 , / ~ -  0 0 0 
.~ 

3F4 0 0 0 0 0 0 0 
12 2 

3P o 0 0 0 0 0 0 0 0 ~/~ 

1S,~ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Repr6sentation Fs, 

lI6b lI6a 3H6b 3H6a 3H s 3H 4 1G 4 3F 4 3F 3 3F z 1D z 

C 1 55 
g ~io ~ T o o o o o o o o o 

7 7~ 
3H 6 0 0 - -  - -  -- 0 0 0 0 0 0 

"E 12 12 

x~2~ 13 2.~6 ~ I~ 3F 3 0 0 0 0 0 0 0 ~- 0 

3P 2 

0 

0 

0 
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Tab. 2 suite 
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R e p r 6 s e n t a t i o n  F4,  

% 

�9 

1/6 

3 H  6 

3 H  5 

1G4 

3& 

3F~ 

1D 2 

31o 2 

116 

o 

0 

0 

0 

3 H  6 3H5b 3H5a 

0 0 0 

7 5 3~8 

5 62 
0 

, / ~  15 

0 

0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

3tt4 

0 

0 

o 

o 

o 

o 

0 

~G4 3F4 3F3 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

o o 

~/ 12 

o o 

0 0 0 

o 0 0 

3P 1 

0 

0 

0 

0 

0 

o 

o 

0 

1 

,/3 

Repr6sentation F3, 

o 

o~ 

1i 6 

116b 

7 
lI6a 

3H6b 0 

3H6a 0 

3H s 0 

3 H  4 0 

1G,, 0 

3F 4 0 

3F  3 0 

3 F  2 0 

ID 2 0 

3P  2 0 

3 H  6 3 H  5 3H4. 1Gr 3Fr 3F 2 1D 2 3P  2 

0 0 0 0 o 0 0 0 

o 0 0 o o 0 0 0 

o o o o o o 
12 "418 

49 2 / 2 5  0 0 0 0 0 0 
12 "V198 

2 1 ~ 8 3 1  1 ~ 2 6 0  0 0 0 0 
- 15 x / 2 ~  

0 0 0 0 0 0 
X/275 5 

0 0 0 2 0 0 0 0 

5 
0 o o 0 ~ 0 o o 

0 0 0 0 0 0 

4 
o o 0 0 0 ~ 0 o 

o o o o o o 2 o 

0 0 0 0 0 0 0 3 
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Tab. 2--suite 

Repr6sentation Fr 

'16 3H 6 3Hsb 3Hsa 3H 4 IG 4 3F 4 3F 3 3P 1 

1 
116 ~ 0 0 0 0 0 0 0 0 

3H 6 0 --7 35 3\7/-5"-@ 4 
12 24~/i l  0 0 0 0 0 

35 341 3 1 \ / ~  2\/~ 0 0 0 0 
3Hsb 0 24V l/H-1 240 8--'--~- 

~' 3Hsa  0 --- -- 0 0 0 0 
= \i 704 80 16 
O 

,~ ~ 2 ~ 2  o o o o "~H4 0 0 - - 5 

1G4 0 0 0 0 0 ~ 0 0 0 

3F 4 0 0 0 0 0 0 

3F 3 0 0 0 0 0 0 

3P 1 0 0 0 0 0 0 

5 i S  4 o 

13 

3 
o o 

Repr6sentation F4, 

0 ~o o 

3H5 0 

3H 4 0 

JG4 0 

3f7 4 0 

~I 6 3H 6 3Hsb 

116~ ~ 0 0 0 0 
~/ 32 

_ 2 ~  0 0 0 0 0 116~ "4 32 

6\~ 32 t6\~6 

21w,~33 15 7 3 ~  

~, 3_~/~ ~ o 
4w/~ 40x/~ 8 v 15 

o ~ _ ~  2 ~  o 
5",/22 

0 0 0 0 -/~ 

0 0 0 0 0 

3H5o 3H 4 1G 4 3F 4 

0 0 

3F 3 3P 1 

0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

- ~/~-~- ? ~  o 
N ~ 64 "4448 



30 

Tab. 2--suite 
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Repr6sentat ion F4, T 

l l  6 3 H  6 3Hsb 3Hsa 3H 4 

I 
3F 3 0 0 0 0 0 

o 
�9 ~ 3F 2 0 0 0 0 0 

10  2 0 0 0 0 0 

3P 2 0 0 0 0 0 

~G4 3F 4 3F 3 3P 1 

3 
0 - g  24 0 

0 0 0 

0 0 0 0 

1 
o o o - ~  

Repr6sentat ion Fs, 

�9 

~I~ ~r~o 
47 x/55 

1/6 b -- 
16 16 

116 a x/55 7 
16 16 

3 H6b 0 0 

3H6a 0 0 

3H 5 0 0 

3 H  4 0 0 

1G 4 0 0 

3F 4 0 0 

3F 3 0 0 

3F 2 0 0 

1D 2 0 0 

3P 2 0 0 

3H6b 3H6a 3H 5 3H 4 

0 0 0 0 

329 

96 

96 

1152 

0 0 

0 0 0 

0 
96 

49 _ 2 ~ 7 5 0  

96 N 1152 

31 
- - - -  0 

12 

0 2 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

1G 4 3F 4 3F 3 3F 2 1D 2 3p 2 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

5 
o o o o o 

25 8 / 4 ~  8 0 8 - 0 0 0 

8 4 ~  8 13 2 ~ 6  ~ 0 - 0 0 
24 

2X/~ 2 0 0 
0 0 3 

0 0 0 0 - 1  0 

3 
0 0 0 0 0 - -  

2 

incertitudes sur les valeurs exp6rimentales de la susceptibilit6, ou proc6der inver- 
sement. A chaque fois, le min imum de la somme des carr6s des 6carts r6duits 
nous donne une id6e de la qualit6 de l'ajustement, tandis que la variation de cette 
somme avec les param6tres au voisinage des valeurs optima de ces parametres 
renseigne sur la pr6cision avec laquelle on connait  les param6tres recherch6s. 
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5. Application au complexe U(NCS)s [N(C2Hs)4]4 

Ce complexe cristallisant dans le groupe spatial D] 7, le groupe de sym6trie 
ponctuelle du site occup6 par l 'uranium est Dch. N6anmoins, les coordinats 
thiocyanate sont align6s sur les quatre diagonales d'un cube presque parfait, de 
sorte que l'hypoth~se d 'un champ cristallin de sym6trie O h constitue sfirement 
une assez bonne approximation. 

L'interpr6tation des spectres &absorption dans le domaine visible et proche 
infrarouge, enregistr6s sur poudre A 293 K, 77 K et 4, 2 K s'est av6r6e impossible: 
aucun des essais d'ajustement de certains niveaux calcul6s aux maxima ou ~ certains 
maxima d'absorption du spectre visible et proche infrarouge, n'a donn6 de 
r6sultat vraiment meilleur que les autres selon le crit6re de moindres carr6s 
rappel6 ci-dessus. D'autre part l 'obtention syst6matique d'un niveau fondamental 
non magn6tique associ6 ~ une repr6sentation/~1 ou F 3 est en contradiction avec 
le moment magn6tique effectif exp6rimental non nul dans tout le domaine allant 
de 4, 2 ~ 300 K [22]. 

Le moment magn6tique effectif ~t basse temp6rature de ce complexe (Fig. 1) 
implique au voisinage (~ quelques cm- 1) d'un niveau F5 la pr6sence d'un niveau 
non magn6tique s ou Y3 qu'aucune des tentatives d'ajustement des niveaux 
optiques ne permettait de retrouver. Valant 1,209 A 4, 2 K, il est en effet plus grand 
que la plus grande valeur possible (0,884) pour un niveau de moment angulaire 
total J =  4 sous-tendant la repr6sentation irr6ductible 1"4; il est plus petit que la 
plus petite valeur possible (2,828) pour un niveau ( J=  4, s 

En ajustant les param6tres de l'hamiltonien ~tt~oublque pour que la variation 
thermique calcul6e de la susceptibilit6 paramagn6tique reproduise au mieux la 
variation exp6rimentale 3, nous nous attendions ~ voir v6rifi6es la pr6diction 
ci-dessus. C'est bien ce qu'il advint. Mais nous dfimes introduire des "pseudo- 
observations" A savoir les valeurs des rapports des param6tres de Slater-Condon 
F4/F 2 et F6/F2, ainsi que le rapport des param6tres de champ cristallin V6c/V4c. 
En effet, on ne pouvait rendre compte des valeurs observ6es en bloquant les 
param6tres de l'ion libre, mais d'autre part, l'ajustement de ces param6tres 
partir des seules valeurs de la susceptibilit6 magn6tique d6bouchait sur des 
param6tres incertains ou peu vraisemblables. I1 s'av6re que les rapports Fr 
et F6/F 2 d6termin6s pour quelques compos6s d'uranium(IV) [1, 11, 12] ou pour 
PuF 6 [13] prennent des valeurs assez voisines d'un compos6 ~ l'autre comme le 
montre le Tab. 3. 

Aussi avons-nous pris F4/F 2 = 0,209 _ 0,040 et F6/F2 = 0,017 + 0,004. Enfin la 
valeur de la "pseudo-observation" V6c/V4~ fur prise, un peu arbitrairement, 
6gale/~ -0 ,25  4=_ 0,09; cette grande incertitude refl6te la m6connaissance que nous 
avons a priori des param6tres de champ cristallin de l'uranium(IV) (cf. cas de 
l'uranoc6ne [23]). 

Finalement, nous obtenons pour r6sultat de l'ajustement des valeurs calcul6es 
aux susceptibilit6s exp6rimentales et aux "pseudo-observations" les param6tres 
suivants: 

3 La susceptibilit6 exp6rimentale a 6t6 au pr6alable corrig6e de la contribution diamagn6tique du 
complexe, 6valu6e ~t -0,000715 uemcgs. 
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V4c =-297,9 cm -1 V6c=97,14 c m - !  (p) 

F 2 = 1 6 1 c m  - I  F r  -~ F 6 = 3 , 3 5 c m  -1 ~=1 5 0 0 cm  -1 

Etant donn6 le caract6re arbitraire des valeurs attribu6es aux trois "pseudo- 
observations" et aux incertitudes correspondantes, nous avons refait un ajustement 
en doublant les valeurs des incertitudes suppos6es affecter les "pseudo-observa- 
tions". F 2, F4, F 6 prennent respectivement les valeurs 210 cm -1, 31 cm -a et 
6,94 c m - 2  tandis que ~ ne bouge pratiquement pas; la variation de F 6 est trop 
consid6rable pour  que la d6termination des param6tres de l'ion libre puisse 
~tre consid6r6e comme vraiment convaincante. Par contre, V4c et V6c qui aug- 
mentent respectivement de 10~ et de 5~  nous paraissent vraiment significatifs. 
Comme le rel~chement des contraintes pesant sur les "pseudo-observations" 
n'am61iore pratiquement pas la somme des carr6s des 6carts r6duits, les para- 
m6tres donn6s plus haut nous paraissent devoir atre retenus, d 'autant  qu'ils 

).0 

2,5 

2.0 

1.5 

1,0 

0,5 

I I ~H~rs 1 t .I . . I 

J 

3H~ I" 4 

(T "K) 

0 5G 100 150 200 250 ZOO 

Fig. 1. Momen t  magn6tique effectif du complexe U(NCS)8[N(CzHs)4]  4 en fonction de la temp6rature. 
Les croix repr6sentent les points exp6rimentaux, et la courbe continue les valeurs calcul+es avec les 

param+tres ( P ) d u  texte 
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Tab. 3. Valeurs exp6rimentales des rapports Fr et F6/F2 pour quelques 
ionsf  2 

Compos6 UC16Cs; U(BH4) 4 UCIr PuF 6 
r6f6rence (1) (12) (11) (6) 

F4/F 2 0,1767 0,1911 0,2876 0,1880 

F6/F 2 0,02079 0,02097 0 , 0 1 4 5 1  0,01759 
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conduisent/~ une 6nergie calcul6e du niveau 1S o plus vraisemblabte que lorsque 
l'on double les incertitudes des "pseudo-observations". 

La Fig. 1 repr6sente le moment magn6tique effectif calcul6 avec les paramStres 
(P) en fonction de la temp6rature. Ce moment effectif calcul6 est en bon accord 
avec le moment effectif exp6rimental de 290 ~ 30 K. Au contraire, ~ 10 K et / t  
4, 2 K, le d6saccord consid6rabte indique vraisemblablement que la distorsion 
de sym6trie Dch du cube parfait n'est plus n6gligeable. D'autre part l'effet Jahn- 
Teller dynamique, lorsque le niveau fondamental pr6sente une d6g6n6rescence 
orbitale, contribue en principe ~ diminuer le moment magn6tique effectif aux 
basses temp6ratures [24]. I1 faudra bien entendu connaitre la nature du niveau 
fondamental r6el en sym6trie D4h avant de pouvoir discerner le r61e de l'effet 
Jahn-Teller dynamique sur la susceptibitit6 magn6tique du complexe. 

Cependant, la distorsion de sym6trie Dch et l'effet Jahn-Telter dynamique ont 
un r61e secondaire devant le champ cristallin cubique qui se trouve d6termin6 
au moins en premi6re approximation. Cette conclusion se trouve renforc6e par 
le fait que les m~mes param~tres de champ cristallin et de couplage spin-orbite 
permettent de rendre assez bien compte du spectre d'absorption optique du 
complexe isomorphe de protactinium Pa(NCS)8[N(C2H5)r [22]. Les para- 
mStres (P) nous permettent 6galement de pr6dire les 6nergies des transitions 
61ectroniques du complexe d'uranium [22], mais l'interpr6tation du spectre 
optique reste/~ faire. 

6. Conclusion 

Le calcul complet de la susceptibitit6 paramagn6tique d'un ion de configura- 
t ionf  2 dans un champ cristallin cubique, incorpor6 dans un programme d'ajuste- 
ment statistique, permet en principe de d6terminer les paramStres de l'hamil- 
tonien Z, ~ /t partir des mesures de susceptibilit6 magn6tique. L'application au 
complexe U(NCS)s[N(C2Hs)r illustre la m6thode suivie, qui fournit effective- 
ment ces paramStres, et conduit par cons6quent/t la description approximative 
des niveaux d'6nergie 61ectronique de la mol6cule. Le modSle utilis6 n'est qu'une 
approximation ne tenant pas compte des complications 6ventuell'es suivantes: 
a) la distortion du site cubique occup6 par l'ion de configuration f2 ;  b) l'effet 
Jahn-Teller dynamique qui r6duit les 616ments de matrice du moment magn6tique 
orbital; c) les interactions magn6tiques ou d'~change entre les ions; d) l'interaction 
de configuration qui m61ange les 6tats d'autres configurations, fd en particulier, 

la configuration f 2. 
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Lorsque l'ajustement de param&res ne permet pas de rendre compte de fayon 
convenable de la susceptibilit6 exp6rimentale, l'un de ces effets au moins doit 
&re pris en consideration. 

Le succ6s de la m6thode exposde justifie son extension/t des cas de sym6trie 
un peu plus basse, en particulier si l'on dispose de monocristal. Apr6s le cas de 
la sym6trie O h OH Td, le cas de la sym6trie Dsh rencontr6 avec l'uranoc6ne [23] 
apparait comme assez favorable: un seul param6tre suppl6mentaire est n6cessaire. 
Au contraire, l'extension au cas de la sym6trie C2~, qui implique l'ajustement 
de neuf param6tres de champ cristallin an lieu de deux, semble actuellement 
hors de port69. 

Appendice. D6monstration des r~gles de somme 

Dans  cet appendice, nous notons  If~0 r .  (2 s+ 'L~)~, 7~ les fonctions de base not6es If ~, S,oL, J, 
F~, T) dans le corps de l'article. I1 est n6cessaire d ' introduire l'indice c~ ~ cause des deux repr6sentations 
F~ issues de ~ (respectivement F~) (respectivement ~6).  

Nous  notons  If ~, r , ,  n. ~> la fonction propre de l 'hamiltonien ~ appartenant  au ni6me niveau 
d'6nergie associ6 ~t la repr6sentation irr6ductible F~; dans toute la suite, nous omettons le symbole 
f2 .  On montre  que : 

Ir , , . ,  7>=Z c~... It,, (2S+~La)cq l) 

Alors pour  tout  op6rateur (9 : 

Z l<r. ~, 11elrJ,;, ~I ~= 
p 

ZZZZZ QocL~c~,,,,cL~.. 

En observant  que: ~ C~rjp C~ =8(fl, 6) (symbole de Kronecker) 
p 

nous met tons  le second membre  sous la forme:  

Z Z Z c~,,o c,~,,~ (2.+,L~)~, ~>1: (2) 
a ~ 7 

Puis nous  sommons  sur les valeurs de 2 (quand i1 y e n  a plusieurs) et sur les repr6sentations Fj. Sommer  
sur F j, fl et 2 revient ~t sommer  sur les 91 fonctions de base de la conf igura t ionf  z. La somme du second 
membre,  de la forme ~21(al(glb)l 2 se met donc sous la forme: (a](gZla), et nous en d6duisons l'6galit6: 

b 

Z Y~ Z I<r,,., 71elr~, p, ~>12 = Z  Z c~.=<r,, (2 s+ 'L.)=, 71e21r,, (2 s+'L,)~, l> (3) 
r j  ~ p ~ 

Enfin, nous  s o m m o n s  s u r n  et obtenons : 

Z Z Z Z I<r,, no 71~lr~. P, ~>1 ~ =Z  <r,, e ~+ ~L~)o, 71o~lr. (2~+~L~)o, T> (4) 
n F j  :~ p 

Supposons maintenant  que (9 est une composante  d 'un  op6rateur vectoriel. Nous  observons d 'autre  
part  que: 

l lv, lr,, ( Lz)., l> ~ (FI,(2S+ILj)~ ' - 2 2s+1 = 

<F,, (2s+ IL~)~ ' ~-iOx~lr,, (~+ ~L~)=, 7> = 

, ~ ( 9X2  + ( 9 y 2  A- (9Z2  ( 2 S +  1 L j ) ~  ' 
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d'ofi 

Z Y. Z Z Z I<r,, ~, 7lozlr~, p, ~>? =~ Y: Y: <r,. (~+ %)~, YlOx ~ + Oy ~ + o~lr, ,  (~+ %)~. Z> (6) 
"[ n Y j  2 p a l 

Prenons alors ~ - = T +  2S, d'ofi: 

(gX 2 + 0 y  2 + (~Z 2 = L : ' + 4 S  2 + 4 ~ ' 8 = 2 f f  2 -] 2S 2 - ~ :  (7) 

L'6galit6 (6) s'6crit alors, en d6signant plus simplement par r et ~0 des fonctions propres de ~ ;  

Z Z I<r ~s <r,, (z~+'L,)~, Y127a +2~2-~21r,, d~+*L,)=, T> (8) 
o ~ r i  ~o a i 

Le second membre s'Scrit encore: 

S(F~) = ~ ~ dim (F~). R(~) (9) 
a 

a v e c  

R(g) = 2J(~) (J(~) + 1) + 2S(g) (S(~) + 1) - L(a) (L(~) + 1) (10) 

Pour la reprSsentation F2 par  exemple, on ne rencontre que les trois multiplets 3F3, 3H 6 et 116, de 
sorte que S(F:) vaut �89 + 58 + 42) soit S(F2)- 1�89 
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